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SUMMARY 
T h e  c u r r e n t  scope,  r e c e n t  p r o g r e s s ,  and  p l a n s  f o r  r e s e a r c h  and d e v e l o p m e n t  o f  
c o m p u t a t i o n a l  m e t h o d s  f o r  u n s t e a d y  a e r o d y n a m i c s  a t  t h e  N A S A  L a n g l e y  R e s e a r c h  C e n t e r  a r e  
r e v i e w e d .  B o t h  i n t e g r a l - e q u a t i o n  and f i n i t e - d i f f e r e n c e  me thods  f o r  i n v i s c i d  and 
v i s c o u s  f l o w s  a r e  d i s c u s s e d .  A l t h o u g h  t h e  g r e a t  b u l k  o f  t h e  e f f o r t  has  f o c u s e d  o n  
f i n i t e - d i f f e r e n c e  s o l u t i o n  o f  t h e  t r a n s o n i c  s m a l l - p e r t u r b a t i o n  e q u a t i o n ,  t h e  
i n t e g r a l - e q u a t i o n  p r o g r a m  i s  g i v e n  p r i m a r y  emphas is  h e r e  because  i t  i s  l e s s  w e l l  known. 
I NTRODUCT I ON 
P r o g r e s s  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  c o m p u t a t i o n a l  me thods  f o r  s t e a d y  a n d  u n s t e a d y  
a e r o d y n a m i c s  has  p e r e n n i a l l y  p a c e d  advancements  i n  a e r o e l  a s t i c  a n a l y s i s  and d e s i g n  
c a p a b i l i t i e s .  These  c a p a b i l i t i e s ,  i n  t u r n ,  a r e  o f  g r o w i n g  i m p o r t a n c e  i n  t h e  a n a l y s i s  
a n d  d e s i g n  o f  h i g h - p e r f o r m a n c e  a i r c r a f t  as w e l l  as o t h e r  t y p e s  o f  f l i g h t  v e h i c l e s .  
C o n s e q u e n t l y .  c o n s i d e r a b l e  e f f o r t  has been d i r e c t e d  t o w a r d  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  
a p p r o p r i a t e  u n s t e a d y - a e r o d y n a m i c  m e t h o d o l o g y  i n  t h e  NATO c o u n t r i e s  and e l s e w h e r e .  T h i s  
p a p e r  r e v i e w s  t h e  c o n t r i b u t i o n s  t o  t h o s e  e f f o r t s  a t  t h e  NASA L a n g l e y  R e s e a r c h  C e n t e r .  
S p e c i f i c a l l y ,  t h e  c u r r e n t  scope ,  r e c e n t  p r o g r e s s ,  and  p l a n s  f o r  r e s e a r c h  a n d  
d e v e l o p m e n t  o f  b o t h  i n t e g r a l - e q u a t i o n  and f i n i t e - d i f f e r e n c e  me thods  f o r  i n v i s c i d  and  
v i s c o u s  f l o w s  a r e  d i s c u s s e d ,  and  e x a m p l e  a p p l i c a t i o n s  a r e  shown. A l t h o u g h  t h e  g r e a t  
b u l k  o f  t h e  e f f o r t  i n  r e c e n t  y e a r s  has  f o c u s e d  on f i n i t e - d i f f e r e n c e  s o l u t i o n  o f  t h e  
t r a n s o n i c  s m a l l - p e r t u r b a t i o n  e q u a t i o n ,  t h e  i n t e g r a l - e q u a t i o n  p r o g r a m  i s  g i v e n  p r i m a r y  
e m p h a s i s  h e r e  because  i t  i s  l e s s  w e l l  known. 
INTEGRAL-EQUATION METHODS 
The  L a n g l e y  i n t e g r a l - e q u a t i o n s  p r o g r a m  i s  d i r e c t e d  t o w a r d  g e n e r a l ,  a c c u r a t e ,  e f f i c i e n t ,  
a n d  u n i f i e d  t r e a t m e n t  o f  f l o w s  a r o u n d  v e h i c l e s  h a v i n g  a r b i t r a r y  shapes,  m o t i o n s ,  and  
d e f o r m a t i o n s  ( i n c l u d i n g  c o n t r o l  m o t i o n s )  a t  s u b s o n i c ,  t r a n s o n i c ,  a n d  s u p e r s o n i c  speeds  
u p  t o  h i g h  a n g l e s  o f  a t t a c k .  S p e c i a l  a t t e n t i o n  i s  g i v e n  t o  r e a l - w o r l d  d e s i g n  and  
o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s  (e.g. ,  Mach number ,  a n g l e  o f  a t t a c k ,  m a n e u v e r )  as w e l l  as t o  
e f f i c i e n t  c o m p u t a t i o n  f o r  b o t h  d e s i g n  and a n a l y s i s  a p p l i c a t i o n s .  As w i l l  be  b r o u g h t  
Out i n  t h e  s u b s e q u e n t  d i s c u s s i o n ,  t h e  i n t e g r a l - e q u a t i o n  a p p r o a c h  i s  w e l l  s u i t e d  f o r  
t h e s e  p u r p o s e s  because  f l o w  c o m p l e x i t i e s  such as v i s c o u s  e f f e c t s  o r  t r a n s o n i c  f l o w  need  
t n  he 5 d d r e s s e d  n n l y  i n  t h e  f l n w  r e ? i n n c  whpre they a r t l r a l l y  n r r i r r ,  a n d  t h e r e  i s  no 
r e q u i r e m e n t  f o r  p a t c h i n g  and m a t c h i n g  f l o w  doma ins  o r  r e g i o n a l  s o l u t i o n s .  M o r e o v e r ,  
f o r  d e s i g n  a p p l i c a t i o n s  r e p e t i t i v e  a n d  n o n r e p e t i t i v e  p o r t i o n s  o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  a r e  
r e a d i l y  s e p a r a b l e ,  and t h e  r e q u i r e d  s e n s i t i v i t i e s  o f  a e r o d y n a m i c  p a r a m e t e r s  t o  
v a r i a t i o n s  i n  a i r c r a f t  g e o m e t r y  c a n  b e  r e a d i l y  c a l c u l a t e d .  A l t h o u g h  t h e  
i n t e g r a l - e q u a t i o n s  r e s e a r c h  p r o g r a m  has  been g i v e n  o n l y  l i m i t e d  a n d  i n t e r m i t t e n t  
s u p p o r t  f o r  t h e  l a s t  s e v e r a l  y e a r s ,  i t  has n e v e r t h e l e s s  p r o d u c e d  some s i g n i f i c a n t  
r e s u l t s .  
F o l l o w i n g  a l o n g - r a n g e  p l a n  e s t a b l i s h e d  a number o f  y e a r s  ago ( f i g .  1 ) .  i n i t i a l  e f f o r t s  
a d d r e s s e d  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  s u r f a c e - p a n e l  me thods  f o r  s u b s o n i c  ( r e f s .  1 t o  5 )  a n d  
s u p e r s o n i c  ( r e f s .  1, 2, 6 ,  7 )  l i n e a r i z e d  p o t e n t i a l  f l o w .  C u r r e n t  a c t i v i t i e s  i n c l u d e  
n o n l i n e a r  me thods  i m p l e m e n t i n g  t h e  f u l l - p o t e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  h i g h - s u b s o n i c / t r a n s o n i c /  
l o w - s u p e r s o n i c  speeds ( r e f .  8 ) .  A l t h o u g h  t h e  i n i t i a l  h i g h - s u b s o n i c / t r a n s o n i c  
p r o o f - o f - c o n c e p t  codes  ( r e f s .  9 t o  1 1 )  i m p l e m e n t e d  t h e  s m a l l - p e r t u r b a t i o n  p o t e n t i a l  
e q u a t i o n ,  t h e r e  i s  no p a r t i c u l a r  b e n e f i t  i n  r e f i n i n g  codes  f o r  s m a l l - p e r t u r b a t i o n  
c o n d i t i o n s  o r  t w o - d i m i n s i o n a l  f l o w  as s t e p p i n g - s t o n e s  t o w a r d  more  r e a l i s t i c  
c o n d i t i o n s .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e s e  i t e m s  have been d e l e t e d  f r o m  t h e  o r i g i n a l  p l a n  ( f i g .  
1 ) .  Some c o m p u t a t i o n s  f o r  t w o - d i m e n s i o n a l  f l o w  a r e  made i n  o r d e r  t o  c o n s e r v e  c o m p u t e r  
r e s o u r c e s ,  however .  
A n o t h e r  change  f r o m  t h e  o r i g i n a l  p l a n  ( f i g .  1 )  shows t h a t  t h e  E u l e r  e q u a t i o n s  a r e  n o t  
a d d r e s s e d  e x p l i c i t l y  i n  t h i s  p r o g r a m .  M o d i f i c a t i o n  o f  t h e  f u l l - p o t e n t i a l  e q u a t i o n  t o  
a c c o u n t  f o r  e n t r o p y  changes  a c r o s s  shock  waves (e .g . ,  as i n  r e f .  12) s h o u l d  g r e a t l y  
e x p a n d  t h e  u s e f u l n e s s  o f  p o t e n t i a l - f l o w  s o l u t i o n s  w e l l  i n t o  t h e  r a n g e  o f  f l o w  
c o n d i t i o n s  t h a t  wou ld  o t h e r w i s e  r e q u i r e  E u l e r  s o l u t i o n s .  C o n s e q u e n t l y ,  f o r  p r e s e n t  
p u r p o s e s  we go d i r e c t l y  f r o m  t h e  m o d i f i e d  f u l l - p o t e n t i a l  m e t h o d  t o  t h e  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s  w h i c h  are  b e i n g  a d d r e s s e d  by  u s e  o f  t h e  c l a s s i c a l  H e l m h o l t z  
s c a l a r / v e c t o r - p o t e n t i a l  d e c o m p o s i t i o n  ( r e f s .  13  t o  15). E u l e r  s o l u t i o n s  may, o f  
c o u r s e ,  b e  o b t a i n e d  f r o m  N a v i e r - S t o k e s  me thods  w i t h  z e r o  v i s c o s i t y .  We a r e  
s p e c i f i c a l l y  c o n c e r n e d  w i t h  s e v e r a l  t y p e s  o f  v i s c o u s  i n f l u e n c e s :  T h i n  wakes s e p a r a t i n g  
f r o m  l i f t i n g - s u r f a c e  edges a r e  w e l l  r e p r e s e n t e d  by i n v i s c i d - f l o w  s i n g u l a r i t i e s  ( v o r t e x  
s h e e t s ) .  O t h e r  v i s c o u s  i n f l u e n c e s  r e q u i r e  s o l u t i o n  o f  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  o r  
e q u i v a l e n t .  These i n f l u e n c e s  i n c l u d e  b o u n d a r y - l a y e r  e f f e c t s ,  e s p e c i a l l y  on d e f l e c t e d  
a n d / o r  d e f l e c t i n g  c o n t r o l  s u r f a c e s ,  s h o c k / b o u n d a r y - l a y e r  i n t e r a c t i o n ,  and  l a r g e  a r e a s  
o f  f l o w  s e p a r a t i o n  i n  g e n e r a l .  S p e c i f i c s  o f  t h e s e  p r o b l e m  a r e a s  a r e  a d d r e s s e d  i n  t h e  
s u b s e q u e n t  s e c t i o n s  o f  t h i s  p a p e r .  
The  t i m e - d e p e n d e n t  f u l l - p o t e n t i a l  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
i s  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n  f o r  m o s t  o f  t h e  work  d e s c r i b e d  h e r e i n .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  
g e n e r a l i z e d  G r e e n ' s - f u n c t i o n  m e t h o d  t o  t h i s  e q u a t i o n  y i e l d s  an  e q u i v a l e n t  i n t e g r a l  
e q u a t i o n  f o r  t h e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l  + a t  any p o i n t  P i n  t h e  f l o w  o r  on t h e  s u r f a c e  o f  a 
b o d y  i n  t h e  f l o w  a t  any  t i m e  t ( r e f .  1) .  
+ ( ' s t )  = n o n l i n e a r  t e r m s  
I I 1 I G F d V l d t l  
w h e r e  + i s  t h e  p e r t u r b a t i o n  v e l o c i t y  p o t e n t i a l ,  G i s  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n ,  F r e p r e s e n t s  
a l l  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s ,  a, i s  t h e  f r e e s t r e a m  speed o f  sound,  U, i s  t h e  f r e e s t r e a m  
speed ,  x i s  t h e  c o o r d i n a t e  i n  t h e  f r e e s t r e a m  d i r e c t i o n ,  S ( x , y , z , t )  = 0 d e f i n e s  t h e  body  
s u r f a c e ,  a n d  
T h e  e x a c t  boundarv  c o n d i t i o n  on t h e  bodv  s u r f a c e  i s  
( 3 1  
The  t i m e  i n t e g r a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t l  i n  e q u a t i o n  (2) i s  made t r i v i a l  by  c h o i c e  o f  
a s u b s o n i c  o r  s u p e r s o n i c  s o u r c e  p u l s e  as  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  
An i m p o r t a n t  p o i n t  h e r e  i s  t h a t  o n l y  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  need t o  b e  i n t e g r a t e d  o v e r  a 
f l u i d  vo lume.  The l i n e a r  t e r m s  a r e  i n t e g r a t e d  o n l y  o v e r  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  a n d  
i t s  wake. N o t e  a l s o  t h a t  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i s  a f u n c t i o n  o f  f r e e s t r e a m  Mach number,  
n o t  l o c a l  Mach number. E q u a t i o n s  (2) and  ( 3 )  h a v e  b e e n  f o r m u l a t e d  and  c o m p u t a t i o n a l l y  
i m p l e m e n t e d  i n  a mov ing  f r a m e  o f  r e f e r e n c e  so t h a t  t h e y  a r e  a p p l i c a b l e  t o  p r o b l e m s  such  
as h e l i c o p t e r  r o t o r s  and m a n e u v e r i n g  a i r c r a f t  as w e l l  as a i r c r a f t  i n  u n i f o r m  m o t i o n  
( r e f s .  16 t o  1 9 ) .  
L i n e a r i z e d  T h e o r y  
I f  p e r t u r b a t i o n s  f r o m  f r e e s t r e a m  v e l o c i t y  a r e  s m a l l ,  and Mach number i s  n o t  n e a r  o n e  
n o r  t o o  h i g h  i n  the  s u p e r s o n i c  r a n g e ,  t h e  n o n - l i n e a r  t e r m s  a r e  n e g l i g i b l e ,  and t h e  
vo lume i n t e g r a l  c r n  b e  i g n o r e d .  The r e m a i n i n g  s u r f a c e  i n t e g r a l  o f  t h e  l i n e a r  t e r m s  i s  
d i s c r e t i z e d  by s u r f a c e  p a n e l i n g  ( r e f .  2) (e .g . ,  a r b i t r a r y  t w i s t e d  q u a d r i l a t e r a l  p a n e l s  
as i n  r e f s .  3 and  4 ) .  The u n s t e a d y - f l o w  s o l u t i o n  c a n  t h e n  be  o b t a i n e d  d i r e c t l y  by  
i n t e g r a t i o n  i n  t i m e  domain ,  o r  a t i m e  s o l u t i o n  by L a p l a c e  t r a n s f o r m  ( r e f s .  2 t o  4 )  
c o n v e r t s  t o  a c o m p l e x - f r e q u e n c y  doma in  f o r m u l a t i o n  w h i c h  i s  g e n e r a l l y  more  e f f i c i e n t  
f o r  u s e  i n  s o l v i n g  l i n e a r  a e r o e l a s t i c  p r o b l e m s .  
The v e l o c i t y  p o t e n t i a l  on t h e  p a n e l e d  s u r f a c e  i s  t h e n  f o u n d  i n  t e r m s  o f  t h e  n o r m a l w a s h  
d i s t r i b u t i o n  wh ich ,  i n  g e n e r a l ,  i s  known f r o m  t h e  i n p u t  shape,  o r i e n t a t i o n , m o t i o n ,  and  
d e f o r m a t i o n .  
( 4 )  
w h e r e  a h  i s  t h e  L a p l a c e  t r a n s f o r m  o f  t h e  p e r t u r b a t i o n  v e l o c i t y  p o t e n t i a l ,  and $ h  
i s  t h e  L a p l a c e  t r a n s f o r m  o f  t h e  no rma lwash  
-se jh 
Zjh = B. e J h  
2 
(61 
6 j h  i s  K r o n e c k e r  d e l t a ,  s i s  t h e  L a p l a c e  t r a n s f o r m  v a r i a b l e  ( c o m p l e x  f r e q u e n c y ) ,  
B jh ,C jh ,D jh ,F .n ,G j ,  a r e  i n t e g r a l s  Over  s u r f a c e  p a n e l s ,  8 j h . r  jn  a r e  l a g  
f u n c t i o n s ,  and  snh -  2 1 f o r  p a n e l s  a d j a c e n t  t o  a t r a i l i n g  edge on u p p e r  o r  l o w e r  
s u r f a c e  o f  t h e  body  and  i s  z e r o  o t h e r w i s e .  S u r f a c e  p r e s s u r e s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
p o t e n t i a l  b y  u s e  o f  B e r n o u l l i ' s  e q u a t i o n .  
S e v e r a l  f e a t u r e s  o f  e q u a t i o n s  ( 4 )  t o  ( 6 )  a r e  s i g n i f i c a n t .  F i r s t ,  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  Y 
a n d  Z i n f l u e n c e  m a t r i c e s  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  no rma lwash  and hence  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  
mode o f  m o t i o n  o r  d e f l e c t i o n .  M o r e o v e r ,  t h e s e  m a t r i x  e l e m e n t s  a r e  s i m p l e  f u n c t i o n s  o f  
t h e  c o m p l e x  f r e q u e n c y  s so t h a t  t h e  c o s t  o f  c h a n g i n g  f r e q u e n c y  o r  c a l c u l a t i n g  f o r  
m u l t i p l e  f r e q u e n c i e s  i s  f m a l l .  The  i n f l u e n c e  i n t e g r a l s  B,  C ,  and  D r e p r e s e n t  i n t e g r a l s  
o f  s o u r c e ,  d o u b l e t ,  and r a t e l e t  d i s t r i b u t i o n s  over , ,each b o f y - s u r f a c e  p a n e l ,  and 
i n t e g r a l s  F and  G a r e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d o u b l e t  and  r a t e l e t  i n t e g r a l s  f o r  wake 
p a n e l s .  F o r  a g i v e n  p a n e l i n g  g e o m e t r y ,  a l l  o f  t h e s e  i n t e g r a l s  a r e  f u n c t i o n s  o n l y  o f  
Mach number.  If a p r o b l e m  (e.g. ,  dynamic  r e s p o n s e  o r  f l u t t e r )  i n v o l v e s  m u l t i p l e  modes 
o f  no rma lwash ,  t h e  no rma lwash  v e c t o r  i n  the  e q u a t i o n  becomes a m a t r i x  o f  moda l  co lumns ,  
a n d  t h e  p o t e n t i a l  d i s t r i b u t i o n s  f o r  a l l  t he  modes can  b e  f o u n d  i n  a s i n g l e  s o l u t i o n .  
S i m i l a r l y ,  s o l u t i o n s  f o r  a d d i t i o n a l  modes o r  r e v i s e d  modes ( a s  i n  a s t r u c t u r a l - d e s i g n  
o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m )  c a n  be o b t a i n e d  w i t h o u t  r e c a l c u l a t i n g  t h e  Y and  Z m a t r i c e s .  F o r  
u s e  i n  d e s i g n  p r o c e s s e s ,  t h i s  f o r m u l a t i o n  a l s o  a p p e a r s  t o  p r o v i d e  a g e n e r a l  and v e r y  
e f f i c i e n t  means f o r  e v a l u a t i n g  s e n s i t i v i t i e s .  i . e . ,  changes  i n  a e r o d y n a m i c  p r o p e r t i e s  
c a u s e d  by  changes  i n  e x t e r n a l  shape.  D e m o n s t r a t i o n  c a l c u l a t i o n s  have  been i n i t i a t e d .  
T h e  g e n e r a l i t y  and  v e r s a t i l i t y  o f  t h i s  app roach  i s  i n d i c a t e d  by i t s  u s e  by R o c k w e l l  
I n t e r n a t i o n a l  f o r  f l u t t e r  a n a l y s i s  o f  t h e  space  s h u t t l e  ( f i g . 2 )  i n  t h e  m i d  1 9 7 0 ' s .  
N e a r l y  800 p a n e l s  were  u s e d  on t h e  o r b i t e r ,  and  up  t o  60 modes o f  m o t i o n  were  u s e d  i n  
b o t h  s y m m e t r i c  a n d  a n t i s y m m e t r i c  f l u t t e r  a n a l y s e s .  S u b s e q u e n t l y ,  t h e  e x t e r n a l  t a n k  a n d  
s o l i d  r o c k e t  b o o s t e r s  were  added, and t h e  c a l c u l a t i o n s  were  r e p e a t e d  f o r  t h e  e n t i r e  
l a u n c h  c o n f i g u r a t i o n .  
F o r  d e v e l o p m e n t  p u r p o s e s  e q u a t i o n s  ( 4 )  t o  (6) h a v e  been  i m p l e m e n t e d  i n  a p r o t o t y p e  c o d e  
c a l l e d  S O U S S A  P 1 . l  ( S t e a d y ,  O s c i l l a t o r y ,  and U n s t e a d y  S u b s o n i c  and S u p e r s o n i c  
- A e r o d y n a m i c s  - V e r s i o n  1.1) T r e f s .  3 a n d  4 )  w E i c h  i s  a F p l i c a b l e  t o  v e h i c l e s  h a v i n g  
a r b i t r a r y  shapes,  m o t i o n s ,  and d e f o r m a t i o n s  i n  s u b s o n i c  f l o w  o n l y .  The P1.l code  
e m p l o y s  z e r o t h - o r d e r  ( c o n s t a n t - p o t e n t i a l  1 p a n e l s  a l o n g  w i t h  t h e  d a t a  base  a n d  
d a t a - h a n d l i n g  u t i l i t i e s  o f  t h e  S P A R  f i n i t e - e l e m e n t  s t r u c t u r a l - a n a l y s i s  p rog ram.  These  
w e r e  i n c o r p o r a t e d  b e c a u s e  S O U S S A  P1.l o r i g i n a l  l y  was i n t e n d e d  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  
s t e a d y - s t a t e  s t r u c t u r a l  l o a d s  and u n s t e a d y  a e r o d y n a m i c s  f o r  f l u t t e r  and g u s t - r e s p o n s e  
c a l c u l a t i o n  i n  mu1 t i d i s c i p l  i n a r y  s t r u c t u r a l - o p t i m i z a t i  on c o m p u t a t i o n s  e m p l o y i n g  t h e  
S P A R  s t r u c t u r a l  a n a l y s i s .  The SPAR components ,  however ,  a r e  u n n e c e s s a r y  f o r  
s t a n d - a l o n e  use .  More  e f f i c i e n t  d a t a  h a n d l i n g  me thods  f o r  s t a n d - a l o n e  o p e r a t i o n  a r e  
a v a i l  ab1 e. 
S u b s e q u e n t  t o  t h e  c o m p l e t i o n  o f  S O U S S A  P 1 . l  s e v e r a l  s i g n i f i c a n t  i m p r o v e m e n t s  have  been 
i n c o r p o r a t e d ,  a n d  o t h e r s  have  been  d e f i n e d  ( r e f .  5 ) .  Among t h e  l a t t e r  a r e  
i m p l e m e n t a t i o n  o f  h i g h e r - o r d e r  p a n e l s ,  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  S P A R  componen ts ,  
t r a n s p o s i t i o n  a n d  r e v i s i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  a l g o r i t h m  t o  s u b s t a n t i a l l y  r e d u c e  
i n p u t / o u t p u t  o p e r a t i o n s ,  and i m p r o v e d  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  t r a i l i n g - e d g e  ( K u t t a )  f l o w  
c o n d i t i o n .  
Some p r o g r a m  i m p r o v e m e n t s  a1 r e a d y  i n c o r p o r a t e d  i n  t h e  S O U S S A  c o d e  i n c l u d e  t h e  
d e v e l o p m e n t  o f  an " o u t - o f - c o r e ' '  s o l v e r  t o  p e r m i t  t h e  use  o f  p a n e l i n g  schemes t h a t  l e a d  
t o  c o e f f i c i e n t  m a t r i c e s  t o o  l a r g e  t o  f i t  i n  t h e  memory o f  m o d e s t - s i z e  c o m p u t e r s ;  t h e  
r e p l a c e m e n t  o f  t h e  p a n e l e d  wake b y  an a n a l y t i c a l  wake ( r e d u c i n g  t h e  c o s t  o f  a t y p i c a l  
r u n  by  a b o u t  o n e - h a l f )  b u t  r e t a i n i n g  a n  o p t i o n  t o  u s e  p a n e l e d  wakes i f  needed  (e .g . ,  
wnen t n e r e  i s  a n o t n e r  i i i r i n g  s u r f a c e  i n  t h e  w a i t e j ;  arid r e p i e c i r l y  t i l e  ~ t i t a n g ~ : , i i  
i n t e g r a t i o n  o f  p r e s s u r e s  by a G a u s s i a n  g u a d r a t u r e  scheme t o  i m p r o v e  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  
c a l c u l a t e d  g e n e r a l i z e d  a e r o d y n a m i c  f o r c e s .  These  i m p r o v e m e n t s  a r e  i n c o r p o r a t e d  i n  a 
r e p l a c e m e n t  f o r  t h e  S O U S S A  c o d e  ( c a l l e d  UTSA) w h i c h  i s  u n d e r  d e v e l o p m e n t  a t  a l o w  l e v e l  
o f  e f f o r t .  
F i g u r e  3 ( r e p r o d u c e d  f r o m  r e f .  5 )  compares a c h o r d w i s e  d i s t r i b u t i o n  o f  p r e s s u r e  
c o e f f i c i e n t  C p  c a l c u l a t e d  by t h e  SOUSSA s u r f a c e - p a n e l  me thod  w i t h  p r e s s u r e s  measured  
o n  a c l i p p e d  d e l t a  w i n g  o s c i l l a t i n g  i n  p i t c h  ( r e f .  2 0 ) .  The w i n g  had  a 
s i x - p e r c e n t - t h i c k  c i r c u l a r - a r c  a i r f o i l .  The a g r e e m e n t  i s  good and  i s  r e p r e s e n t a t i v e  o f  
r e s u l t s  o b t a i n e d  w i t h  t h i s  code.  F i g u r e  4 compares  c a l c u l a t e d  and  measured  s t e a d y  
u p p e r - s u r f a c e  p r e s s u r e s  a t  t w o  c h o r d w i s e  l o c a t i o n s  x on  an o u t b o a r d  s t a t i o n  ( y=0 .851  on  
t h e  same c l i p p e d  d e l t a  w i n g .  Two p o i n t s  a r e  t o  be  made: F i r s t ,  i n  t h e  r a n g e  o f  a n g l e  
o f  a t t a c k  a ( - 2  deg  t o  +2 d e g )  where  p r e s s u r e  v a r i e s  l i n e a r l y ,  t h e  a g r e e m e n t  i s  
e x c e l l e n t .  Second,  f o r  t h i s  s h a r p - e d g e  w ing ,  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  l e a d i n g - e d g e  v o r t e x  
i s  s u b s t a n t i a l  a n d  b e g i n s  a t  a l o w  a n g l e  o f  a t t a c k .  The l a t t e r  b e h a v i o r  e m p h a s i z e s  t h e  
i m p o r t a n c e  o f  o u r  t r e a t m e n t  o f  v o r t e x - t y p e  f l o w  s e p a r a t i o n  t o  be d i s c u s s e d  b e l o w .  A 
p h e n o m e n o l o g i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  v o r t e x  d e v e l o p m e n t  and t h e  
p r e s s u r e  v a r i a t i o n  shown i s  g i v e n  i n  r e f .  2 1  ( f r o m  w h i c h  f i g u r e  4 was t a k e n )  a n d  i n  
A p p e n d i x  A o f  r e f .  20. 
I n  a d d i t i o n  t o  t h e  s u b s o n i c  c a p a b i l i t y  o f  t h e  S O U S S A  p rog ram,  a s u p e r s o n i c  
p r o o f - o f - c o n c e p t  s u r f a c e - p a n e l  c o d e  h a s  been w r i t t e n  t o  i m p l e m e n t  1 i n e a r - t h e o r y  
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a l g o r i t h m s  d e v e l o p e d  i n  r e f s .  6 and 7 .  The code  emp loys  f i r s t - o r d e r  p a n e l s  and,  l i k e  
S O U S S A ,  i s  a p p l i c a b l e  t o  v e h i c l e s  h a v i n g  a r b i t r a r y  shapes ,  m o t i o n s ,  and  d e f o r m a t i o n s .  
V a l i d a t i o n  and  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  code  h a v e  begun.  
The o n l y  s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  s u b s o n i c  and s u p e r s o n i c  f o r m u l a t i o n s  i s  i n  t h e  
e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  i n f l u e n c e  i n t e g r a l s  B,C,D, F,G i n  e q u a t i o n s  ( 5 )  and ( 6 )  ( s e e ,  e.g., 
r e f . 2 ) .  O t h e r  p o r t i o n s  o f  t h e  c o m p u t a t i o n s ,  such  as p a n e l i n g  g e o m e t r y  and s o l u t i o n  
a l o r i t h m s  a r e  common t o  b o t h .  C o n s e q u e n t l y ,  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t  t h e  c o m p u t a t i o n a l  
c a p a b i l i t y  f o r  s u p e r s o n i c  f l o w  d e r i v e d  f r o m  t h i s  p r o o f - o f - c o n c e p t  code  w i l l  
s u b s e q u e n t l y  b e  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  s u b s o n i c  code  U T S A .  
The s t a t u s  a n d  n e a r - t e r m  p l a n s  f o r  l i n e a r - t h e o r y  s u r f a c e - p a n e l  me thods ,  w h i c h  a r e  
a p p l  i cab1  e t o  v e h i c l e s  h a v i n g  a r b i t r a r y  shapes ,  m o t i o n s ,  and d e f o r m a t i o n s ,  may be 
summar i zed  as  f o l l o w s :  As p l a n n e d  t h e  SOUSSA p r o g r a m  w i l l  be s u p e r s e d e d  by an  i m p r o v e d  
p r o g r a m  UTSA wh ich  i n c o r p o r a t e s  f i r s t - o r d e r  p a n e l s  as w e l l  as o t h e r  i m p r o v e m e n t s  
i n d i c a t e d  by e a r i e r  work  w i t h  S O U S S A .  U l t i m a t e l y ,  t h e  c o d e  may i n c l u d e  b o t h  s u b s o n i c  
and  s u p e r s o n i c  c a p a b i l i t i e s .  F r e q u e n c y - d o m a i n  c o m p u t a t i o n s  a r e  m o s t  e f f i c i e n t  f o r  
i m p l e m e n t i n g  l i n e a r  t h e o r y ,  b u t  a t i m e - d o m a i n  v e r s i o n  i s  a l s o  r e t a i n e d  f o r  e v a l u a t i o n  
o f  t h e  s u r f a c e  i n t e g r a l  i n  t h e  n o n l i n e a r  me thods  d e s c r i b e d  n e x t .  S p e c i f i c  a c t i v i t i e s  
i n c l u d e  c o n f i g u r i n g  t h e  U T S A  c o d e  f o r  e f f i c i e n t  use  i n  i n t e r d i s c i p l i n a r y  d e s i g n  
p r o c e s s e s ,  i n c o r p o r a t i n g  s p e c i a l  e l e m e n t s  t o  i m p r o v e  a c c u r a c y  and e f f i c i e n c y  n e a r  
n o r m a l w a s h  d i s c o n t i n u i t i e s  (e .g . ,  a t  c o n t r o l  s u r f a c e s ) .  c o m p l e t i n g  t h e  i n i t i a l  
d e m o n s t r a t i o n  o f  t h e  e f f i c i e n t  c o m p u t a t i o n  o f  s e n s i t i v i t i e s  o f  a e r o d y n a m i c  p r e s s u r e s  
and  l o a d s  t o  v a r i a t i o n s  i n  p l a n f o r m ,  and  g e n e r a l  check  o u t  and  v a l i d a t i o n .  
N o n l  i n e a r  T h e o r y  
When t h e  f l o w  approaches  t r a n s o n i c  c o n d i t i o n s  a n d / o r  f l o w  p e r t u r b a t i o n s  (e .g . ,  a n g l e  o f  
a t t a c k )  become l a r g e ,  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  r e p r e s e n t e d  by F i n  e q u a t i o n  ( 2 )  a r e  no 
l o n g e r  n e g l i g i b l e ,  and  t h e  vo lume i n t e g r a l  m u s t  be  e v a l u a t e d  i n  c o m b i n a t i o n  w i t h  t h e  
s u r f a c e - p a n e l  e v a l u a t i o n  o f  t h e  l i n e a r  t e r m s  ( r e f s .  9 t o  11). F o r  n o n l i n e a r  p r o b l e m s  
i t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  ( 1 )  t h a t  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  depends on f r e e s t r e a m  Mach 
number ,  n o t  l o c a l  Mach number,  and ( 2 )  t h a t  t h e  i n t e g r a n d  o f  t h e  vo lume i n t e g r a l  
d i m i n i s h e s  r a p i d l y  i n  m a g n i t u d e  w i t h  i n c r e a s i n g  d i s t a n c e  f r o m  t h e  body  and  i t s  wake. 
F o r  a p p l i c a t i o n  t o  n o n l i n e a r  p r o b l e m s  t h e  i n t e g r a l - e q u a t i o n  me thod  has  s e v e r a l  f e a t u r e s  
w h i c h  make i t  p a r t i c u l a r l y  a t t r a c t i v e  f o r  g e n e r a l ,  e f f i c i e n t  c o m p u t a t i o n a l  
i m p l e m e n t a t i o n :  ( 1 )  E v a l u a t i o n  o f  an i n t e g r a l  i s  r e q u i r e d  r a t h e r  t h a n  t h e  n u m e r i c a l  
s o l u t i o n  o f  a p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  w h i c h  i s  a more s e n s i t i v e  p r o c e s s .  ( 2 )  
The vo lume i n t e g r a l  need be t r e a t e d  o n l y  i n  t h e  l i m i t e d  r e g i o n  o f  f l o w  i n  w h i c h  
n o n l i n e a r  t e r m s  a r e  o f  s i g n i f i c a n t  m a g n i t u d e  r a t h e r  t h a n  o v e r  an e n t i r e  c o m p u t a t i o n a l  
domain .  I n  f a c t ,  as t h e  i n t e g r a t i o n  p r o c e e d s  away f r o m  t h e  body ,  i t  i s  t e r m i n a t e d  when 
t h e  i n t e g r a n d  f a l l s  b e l o w  a p r e s e l e c t e d  t h r e s h h o l d  v a l u e .  ( 3 )  R e q u i r e d  a c c u r a c y  can  be  
a t t a i n e d  w i t h  r e l a t i v e l y  few c o m p u t a t i o n a l  g r i d  p o i n t s  i n  t h e  f l u i d  ( c o m p u t a t i o n a l  
doma in  o f  t h e  volume i n t e g r a l ) .  (4) The c o d e  i s  n u m e r i c a l l y  s t a b l e  even  when 
m o d e r a t e - t o - l a r g e  t i m e  s t e p s  a r e  emp loyed .  ( 5 )  C o r r e c t  f a r - f i e l d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
a r e  a u t o m a t i c a l l y  imposed .  T h i s  c o n d i t i o n  i s  p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t  f o r  u n s t e a d y  
f l o w .  L i n e a r - t h e o r y  b e h a v i o r  i n  t h e  f a r  f i e l d  i s  i n h e r e n t  i n  t h e  i n t e g r a l - e q u a t i o n  
s o l u t i o n .  ( 6 )  When v i s c o u s  f l o w s  a r e  t r e a t e d  by t h e  s c a l a r / v e c t o r - p o t e n t i a l  
d e c o m p o s i t i o n  ( t o  b e  d i s c u s s e d  b e l o w ) ,  i n t e r f a c i n g  ( p a t c h i n g  and m a t c h i n g )  o f  r e g i o n a l  
s o l u t i o n s  (e .g . ,  i n n e r  v i s c o u s  s o l u t i o n  and  o u t e r  i n v i s c i d  s o l u t i o n )  i s  n o t  r e q u i r e d .  
( 7 )  Even  f o r  s o l u t i o n  o f  t h e  f u l l - p o t e n t i a l  e q u a t i o n ,  t h e r e  i s  no r e q u i r e m e n t  f o r  
g e n e r a t i n g ,  imbedd ing ,  o r  i n t e r p o l a t i n g  s u r f a c e - f i t t e d  c o m p u t a t i o n a l  g r i d s .  
I n  t h i s  s e c t i o n  s m a l l - p e r t u r b a t i o n  t r a n s o n i c  a t t a c h e d  f l o w  w i l l  be c o n s i d e r e d  f i r s t  
f o l l o w e d  by l a r g e - p e r t u r b a t i o n  s u b s o n i c  and  t r a n s o n i c  f l o w  c o n d i t i o n s  i n v o l v i n g  
v o r t e x - t y p e  f l o w  s e p a r a t i o n  i n  t h e  f o r m  o f  t h i n  wakes e m a n a t i n g  f r o m  l i f t i n g - s u r f a c e  
edges  a n d  f i n a l l y  f l o w  c o n d i t i o n s  i n v o l v i n g  s i g n i f i c a n t  v i s c o u s  e f f e c t s  w h i c h  r e q u i r e  
s o l u t i o n  o f  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  f o r  a t t a c h e d  o r  s e p a r a t e d  f l o w  f o r  w h i c h  t h e  
s c a l a r / v e c t o r - p o t e n t i a l  me thod  i s  emp loyed .  
S m a l l - P e r t u r b a t i o n  T r a n s o n i c  F l o w :  F o r  p r o o f - o f - c o n c e p t  d e m o n s t r a t i o n  o f  t r a n s o n i c  
c a p a b i  1 i t y ,  o n l y  t h e  s m a l l - p e r t u r b a t i  o n  t e r m s  were  r e t a i n e d  i n  t h e  v o l  ume i n t e g r a l  o f  
e q u a t i o n  ( 2 1 ,  and t h e  r e s u l t i n g  t i m e - d o m a i n  c o m p u t e r  code  ( r e f .  11)  was c a l l e d  S U S A N  
( S t e a d y  and  Uns teady  S u b s o n i c  A e r o d y n a m i c s - N o n l  i n e a r ) .  F i g u r e  5 shows c h o r d w i s e  
p r e s s u r e  d i s f r i b u t i o n - n e a r  t h e - r o o t  o f  a r e c t a n g u l a r  w i n g  as c a l c u l a t e d  by t h e  S U S A N  
c o d e  a n d  by a t r a n s o n i c  s m a l l - p e r t u r b a t i o n  f i n i t e - d i f f e r e n c e  code .  The shock  i s  
c a p t u r e d ,  a n d  t h e  a g r e e m e n t  i s  q u i t e  good even  t h o u g h  o n l y  a few e l e m e n t s  w e r e  u s e d  t o  
e v a l u a t e  t h e  volume i n t e g r a l .  and  t h e  doma in  o f  i n t e g r a t i o n  e x t e n d e d  o n l y  one c h o r d  
l e n g t h  f r o m  t h e  w i n g  p e r i m e t e r .  Good a g r e e m e n t  w i t h  measured  p r e s s u r e s  ( f r o m  r e f .  2 2 1  
i s  shown i n  f i g u r e  6 f o r  a s h a r p - e d g e  w i n g  u n d e r  c o n d i t i o n s  i n v o l v i n g  s u p e r c r i t i c a l  
f l o w  o v e r  much o f  t h e  c h o r d .  
E v o l u t i o n  o f  t he  l i f t i n g  p r e s s u r e  A C p  on a w i n g  o s c i l l a t i n g  s l o w l y  i n  p i t c h  a b o u t  t h e  
l e a d i n g  edge i s  shown i n  f i g u r e  7 a t  t h r e e  t i m e s  d u r i n g  a c y c l e  o f  m o t i o n .  A l t h o u g h  
o n l y  t e n  c o m p u t a t i o n a l  e l e m e n t s  a l o n g  t h e  w i n g  c h o r d  w e r e  u s e d  t o  e v a l u a t e  t h e  vo lume 
i n t e g r a l  o f  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s ,  t h e  b u i l d - u p  o f  l i f t  and  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a shockwave 
a r e  c l e a r l y  i n d i c a t e d .  I n  t h i s  p a r t i c u l a r  f i g u r e ,  t h e  s y m b o l s  shown a r e  u s e d  o n l y  t o  
d i s t i n g u i s h  t h e  c u r v e s  and do n o t  i n d i c a t e  c o m p u t a t i o n a l  p o i n t s .  
A 
The  f o r m u l a t i o n  d e s c r i b e d  h e r e  a n d  i t s  i m p l e m e n t a t i o n  i n  t h e  SUSAN code d e m o n s t r a t e d  
t h e  m e r i t s  o f  t h e  i n t e g r a l - e q u a t i o n  method f o r  t r a n s o n i c  f l o w .  However,  no  f u r t h e r  
d e v e l o p m e n t  o f  t h e  s m a l l - p e r t u r b a t i o n  a p p r o x i m a t i o n  i s  p l a n n e d .  
S u b s o n i c / T r a n s o n i c  F l o w  w i t h  V o r t e x  S e p a r a t i o n :  A l l  o f  t h e  p r e c e d i n g  i n v o l v e d  
c a l c u l a t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l .  F o r  s o l v i n g  n o n l i n e a r  p r o b l e m s ,  however ,  t h e r e  
a r e  a d v a n t a g e s  i n  c a l c u l a t i n g  v e l o c i t i e s  d i r e c t l y ,  e s p e c i a l l y  when l a r g e  v e l o c i t y  
v a r i a t i o n s  o c c u r ,  when s h o c k s  a r e  p r e s e n t ,  when t h i n - w a k e  ( v o r t e x - l i k e )  f l o w  s e p a r a t i o n  
f r o m  w i n g  l e a d i n g  o r  s i d e  edges  o c c u r s  ( f i g .  81, o r  e v e n  when t r a i l i n g - e d g e  wake 
d e f o r m a t i o n s  a r e  s i g n i f i c a n t .  T a k i n g  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  
p o t e n t i a l  ( e q u a t i o n  ( 2 1 )  o r  a l t e r n a t i v e l y  a p p l y i n g  t h e  G r e e n ' s - f u n c t i o n  m e t h o d  t o  t h e  
f u l l - p o t e n t i a l  e q u a t i o n  i n  t h e  f o r m  ( f o r  s t e a d y  s t a t e )  
v2+  = -1 v p * v +  I q 
P 
g i v e s  ( r e f .  8) 
( 7 )  
where  p i z  t h e  f l u i !  d e n s i t y ,  W i s  t h e  v o r t i c i t y  v e c t o r ,  R i s  t h e  v e c t o r  f r o m  " s e n d i n g "  
[ o i n t  t o  r e c e i v i n g  
E q u a t i o n  (8) i s  an e x p r e s s i o n  f o r  t h e  v e l o c i t y  f i e l d  as t h e  sum o f  f o u r  componen ts :  
( 1 )  f r e e s t r e a m ,  ( 2 )  a s u r f a c e  i n t e g r a l  wh ich  g i v e s  t h e  v e l o c i t y  i n d u c e d  by  t h e  f l o w  
s i n g u l a r i t i e s  r e p r e s e n t i n g  t h e  s o l i d  body, ( 3 )  a s u r f a c e  i n t e g r a l  w h i c h  g i v e s  t h e  
v e l o c i t y  i n d u c e d  by t h e  v o r t i c i t y  r e p r e s e n t i n g  t h e  t h i n  wake, and  ( 4 )  a vo lume i n t e g r a l  
r e p r e s e n t i n g  t h e  c o m p r e s s i b i l i t y  t e r m s  ( r i g h t - h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 7 ) ) .  The 
i n t e g r a n d  o f  t h i s  vo lume i n t e g r a l  dec reases  more  r a p i d l y  t h a n  t h e  s q u a r e  o f  t h e  
d i s t a n c e  f r o m  t h e  body  o r  v o r t e x  s u r f a c e ,  so t h e  domain  o f  i n t e g r a t i o n  can  be 
r e l a t i v e l y  s m a l l .  The i n t e g r a n d s  i n  t h e  t h r e e  i n t e g r a l s  a r e  n o t  i n d e p e n d e n t ,  a n d  
s o l u t i o n  i s  by i t e r a t i o n  t o  s a t i s f y  t h e  boundary  c o n d i t i o n s  on t h e  body  and  t o  d e f o r m  
t h e  f r e e  v o r t e x  s h e e t s  i n t o  a f o r c e - f r e e  shape ( r e f .  8). N o t e  t h a t  t h e  f o r m  o f  t h e  
i n t e g r a n d  shown i n  t h e  body  i n t e g r a l  i n d i c a t e s  t h e  u s e  o f  a v o r t i c i t y  d i s t r i b u t i o n  t o  
r e p r e s e n t  a t h i n  w i n g  i n  some p r o o f - o f - c o n c e p t  c a l c u l a t i o n s .  One o f  t h e  m a j o r  
g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h i s  method,  t o  be i n i t i a t e d ,  c o n s i s t s  o f  r e p l a c i n g  t h i s  body  
i n t e g r a l  w i t h  t h e  UTSA s u r f a c e - p a n e l  f o r m u l a t i o n  s o  t h a t  t r a n s o n i c  f l o w  o v e r  b o d i e s  o f  
a r b i t a r y  shape, i n c l u d i n g  v o r t e x - t y p e  s e p a r a t i o n ,  can  be c a l c u l a t e d .  O t h e r  p l a n n e d  
i m p r o v e m e n t s  i n c l u d e  (1 )  r e p l a c i n g  t h e  v o r t e x - l a t t i c e  mode l  u s e d  i n  t h e  wake i n t e g r a l  
f o r  p r o o f - o f - c o n c e p t  c a l c u l a t i o n s  w i t h  t h e  h y b r i d - v o r t e x  f o r m u l a t i o n  ( r e f s .  23 and  
2 4 )  i n  w h i c h  s e c o n d - o r d e r  d i s t r i b u t e d - v o r t i c i t y  p a n e l s  a r e  u s e d  t o  compu te  n e a r - f i e l d  
i n f l u e n c e ,  r e d u c i n g  t o  z e r o t h - o r d e r  ( d i s c r e t e - v o r t i c i t y )  l e m e n t s  f o r  f a r - f i e l d  
t o  s u r f a c e  i n t e g r a l  by s o l v i n g  
p o i n t ,  ER i s  a u n i t  v e c t o r  i n  t h e  R d i r e c t i o n ,  and  
i s  a u n i t  v e c t o r  i n  f r e e s t r e a m  d i r e c t i o n .  
i n f l u e n c e ,  ( 2 )  s h i f t i n g  t h e  l i n e a r  c o m p r e s s i b i l i t y  t e r m  M f + x x  f r o m  vo lume i n t e g r a l  
v2+ - ~ 2 + ~ ~  = Q - ~ ~ + x x  Q n o n l i n  (9) 
i n s t e a d  o f  e q u a t i o n  (71, t h e r e b y  s i g n i f i c a n t l y  r e d u c i n g  t h e  r e g i o n  o v e r  w h i c h  t h e  
vo lume i n t e g r a l  needs  t o  be e v a l u a t e d ,  ( 3 )  r e p l a c i n g  c o n s t a n t  s o u r c e  s t r e n g t h  w i t h  
l i n e a r l y  v a r y i n g  s o u r c e  s t r e n g t h  i n  t h e  vo lume e l e m e n t s  a n d  i n t r o d u i n g  a t h r e s h o l d  
c u t o f f  v a l u e  f o r  t h e  i n t e g r a n d  o f  t h e  volume i n t e g r a l  t o  t e r m i n a t e  i n t e g r a t i o n  when t h e  
i n t e g r a n d  d i m i n i s h e s  t o  n e g l i g i b l e  m a g n i t u d e ,  ( 4 )  a c c e l e r a t i n a  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  
s o l u t i o n  by  p o s s i b l e  use  o f  shock  f i t t i n g  ( r e f .  81,  ( 5 )  a c c o u n t i n g  f o r  e n t r o p y  changes  
a c r o s s  shockwaves ( s e e ,  e:g., r e f .  1 2 ) .  Code d e v e l o p m e n t  f o r  u n s t e a d y  f l o w  i s  i n  
p r o g r e s s .  R e s e a r c h  on s u i t a b l e  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e s e  codes  f o r  e f f i c i e n t  use  i n  
c o m p u t e r - a i d e d  i n t e r d i s c i p l i n a r y  d e s i g n  w i l l  b e  a c o n t i n u i n g  a c t i v i t y .  
C o m p l e t i o n  o f  t h e  i m p r o v e m e n t s  l i s t e d  above s h o u l d  p r o v i d e  a p o w e r f u l  t o o l  f o r  
c a l c u l a t i n g  t r a n s o n i c  a n d / o r  f r e e - v o r t e x  f l o w s  a r o u n d  a r b i t r a r y  a i r c r a f t  c o n f i g u r a t i o n s  
w i t h  s h a r p  l e a d i n g  edges o r  w i t h  s p e c i f i e d  s e p a r a t i o n  l i n e  l o c a t i o n s .  E s t a b l i s h i n g  t h e  
s e p a r a t i o n  l i n e  on a v i b r a t i n g  w i n g ,  however,  i s  a t o u g h  v i s c o u s - f l o w  p r o b l e m ,  b u t  may 
b e  amenab le  t o  t r e a t m e n t  by  t h e  s c a l a r - v e c t o r  p o t e n t i a l  m e t h o d  t o  be  d i s c u s s s e d  b e l o w .  
The  i m p o r t a n c e  o f  e x p e d i t i n g  t h i s  a c t i v i t y  s h o u l d  be  u n d e r s c o r e d .  The a b i l i t y  t o  
c a l c u l a t e  a c c u r a t e l y  t h e  c o m p l i c a t e d  t r a n s o n i c  v o r t i c a l  f l o w s  a r o u n d  h i g h l y  s w e p t  w i n g s  
a n d  c o m p l e t e  a i r c r a f t  a t  h i g h  a n g l e s  o f  a t t a c k  i s  a k e y  p r o b l e m  f o r  t h e  f u t u r e  
d e v e l o p m e n t  o f  h i g h l y  m a n e u v e r a b l e  f i g h t e r  a i r c r a f t  a n d  i s  a l r e a d y  needed  t o  i m p r o v e  
t h e  a s s e s s m e n t  and u n d e r s t a n d i n g  o f  s teady  a n d  t r a n s i e n t  f l i g h t  l o a d s  and  f l u t t e r  
p r o b l e m s  o f  c u r r e n t  comba t  a i r c r a f t .  I t  s h o u l d  b e  e s p e c i a l l y  n o t e d  t h a t  v o r t e x - t y p e  
f l o w  s e p a r a t i o n s  p r o d u c e  t y p i c a l l y  d e t r i m e n t a l  e f f e c t s  on s t r u c t u r a l  l o a d s  and  f l u t t e r .  
F i g u r e  9 shows t h e  c a l c u l a t e d  v e l o c i t y  f i e l d  and  shape o f  t h e  f r e e - v o r t e x  s u r f a c e  i n  a 
c r o s s f l o w  p l a n e  s l i g h t l y  downs t ream o f  t he  t r a i l i n g  edge o f  a d e l t a  w i n g  w i t h  v o r t e x  
s h e e t s  r e p r e s e n t i n g  t h i n  wakes e m a n a t i n g  f r o m  l e a d i n g  and t r a i l i n g  edges  as i n  f i g u r e  
8. The vo lume i n t e g r a l  ( e q u a t i o n  (8)) has n o t  b e e n  i n c l u d e d  f o r  t h i s  i n c o m p r e s s i b l e -  
f l o w  c a l c u l a t i o n .  The r e s u l t s  compare  q u i t e  f a v o r a b l y  w i t h  t h e  low-Mach-number  
5 
e x p e r i m e n t s  o f  Hummel ( r e f .  2 5 )  e v e n  t h o u g h  r e l a t i v e l y  few v o r t e x  e l e m e n t s  were  u s e d  i n  
t h i s  e x p l o r a t o r y  c a l c u l a t i o n .  The l e a d i n g - e d g e  v o r t e x  c o r e  i s  c l e a r l y  d e f i n e d  as i s  
t h e  i n c i p i e n t  d e f o r m a t i o n  o f  t h e  t r a i l i n g - e d g e  v o r t e x  s h e e t  i n t o  a t r a i l i n g - e d g e  c o r e  
w i t h  r o t a t i o n  o p p o s i t e  t o  t h a t  o f  t h e  l e a d i n g - e d g e  c o r e .  The c o r r e s p o n d i n g  s p a n w i s e  
d i s t r i b u t i o n s  o f  l i f t i n g  p r e s s u r e  A C p  a r e  shown i n  f i g u r e  10 f o r  c r o s s f l o w  p l a n e s  a t  
0.7 and 0.9 o f  t h e  r o o t  c h o r d  a f t  o f  t h e  w i n g  apex .  Ag reemen t  w i t h  measured  v a l u e s  i s  
v e r y  good. 
I n c l u s i o n  o f  t h e  vo lume i n t e g r a l  ( e q u a t i o n  ( 8 ) )  p e r m i t s  c a l c u l a t i o n  o f  t r a n s o n i c  f l o w .  
F i g u r e  11 shows t h e  s p a n w i s e  d i s t r i b u t i o n  o f  u p p e r - s u r f a c e  p r e s s u r e  C p u  and t h e  f l o w  
f i e l d ,  i n c l u d i n g  a c a p t u r e d  s h o c k ,  i n  a c r o s s f l o w  p l a n e  a t  0.8 o f  t h e  r o o t  c h o r d  a f t  o f  
t h e  apex  o f  a d e l t a  w i n g  ( r e f .  8 ) .  I n  t h i s  e x p l o r a t o r y  c a l c u l a t i o n  t h e  v o r t e x  s h e e t  
was n o t  a l l o w e d  t o  r o l l  up enough t o  e x e r t  i t s  f u l l  i n d u c t i v e  e f f e c t  on t h e  w i n g  
s u r f a c e  b e f o r e  t h e  v o r t i c i t y  was t r a n s f e r r e d  i n t o  t h e  v o r t e x  c o r e .  I f  an a d d i t i o n a l  
q u a r t e r  t u r n  o f  r o l l u p  were  a l l o w e d ,  t h e  p r e s s u r e  peak  w o u l d  b e  s l i g h t l y  h i g h e r  and a 
l i t t l e  f a r t h e r  o u t b o a r d ,  r e s u l t i n g  i n  e v e n  b e t t e r  a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t .  I n  
c o n t r a s t ,  t h e  p r e s s u r e  peak  f r o m  t h e  E u l e r  s o l u t i o n  i s  c o n s i d e r a b l y  weaker  and  f a r t h e r  
o u t b o a r d  t h a n  t h e  e x p e r i m e n t a l  peak  b e c a u s e  o f  s p a t i a l  and  n u m e r i c a l  d i f f u s i o n  i n  t h e  
E u l e r  c a l c u l a t i o n .  
S t r u c t u r a l  d e s i g n  l o a d s  do n o t  o c c u r  a t  s m a l l - p e r t u r b a t i o n  c o n d i t i o n s  b u t  a t  l i m i t  
l o a d - f a c t o r  c o n d i t i o n s  such  as h i g h  a n g l e  of  a t t a c k .  A e r o e l a s t i c  d e f o r m a t i o n s  a r e  
i m p o r t a n t .  W i n d - t u n n e l  r e s u l t s  may b e  o f  q u e s t i o n a b l e  a c c u r a c y  b e c a u s e  o f  l a r g e  w a l l  
e f f e c t s .  The  i m p o r t a n t  i n f l u e n c e  o f  l a r g e  p e r t u r b a t i o n  c o n d i t i o n s  and f r e e - v o r t e x  
f l o w s  on  s t r u c t u r a l  d e s i g n  l o a d s  i s  t y p i c a l l y  d e t r i m e n t a l ,  as i s  i l l u s t r a t e d  by  t h e  
c a l c u l a t i o n s  shown i n  f i g u r e  12 ( f r o m  r e f .  2 6 ) .  Even  i f  t h e  l i n e a r  and n o n l i n e a r  
s p a n w i s e  l o a d  d i s t r i b u t i o n s  shown w e r e  compared  on t h e  b a s i s  o f  same t o t a l  n o r m a l  f o r c e  
(same a r e a  u n d e r  t h e  c u r v e s ) ,  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  t h e  w i n g - t i p  v o r t e x  i s  
t o  s h i f t  t h e  l o a d  o u t b o a r d  a n d  h e n c e  i n c r e a s e  w i n g  b e n d i n g  movements.  
L i n e a r i z e d  ae rodynamic  t h e o r y  i n d i c a t e s  t h a t  t h e r e  s h o u l d  be  no e f f e c t  o f  a n g l e  o f  
a t t a c k  on  f l u t t e r  dynamic  p r e s s u r e .  However ,  a d e t r i m e n t a l  e f f e c t  t y p i c a l l y  does  o c c u r  
w i t h  i n c r e a s i n g  a n g l e  o f  a t t a c k  ( s e e ,  e.g., r e f s .  27 and  281.  I f  a d e q u a t e  f l u t t e r  
m a r g i n s  a r e  t o  be m a i n t a i n e d  when a n g l e  o f  a t t a c k  i s  n o t  n e a r  z e r o ,  t h e  d e g r a d a t i o n  
m u s t  be  p r e d i c t a b l e .  W i n d - t u n n e l  t e s t i n g  o f  s t i f f n e s s - s c a l e d  f l u t t e r  mode ls  i s  n o t  t h e  
answer  b e c a u s e  t h e y  a r e  t y p i c a l l y  t o o  weak t o  s u s t a i n  more  t h a n  v e r y  s m a l l  s t a t i c  
l o a d s .  F i g u r e  13 shows e x p e r i m e n t a l  v a r i a t i o n  o f  f l u t t e r  dynamic  p r e s s u r e  w i t h  a n g l e  
o f  a t t a c k  f o r  a s t i f f  w i n g  t h a t  was s p r i n g  s u p p o r t e d  ( r e f .  2 9 ) .  The i n i t i a l  d e c l i n e  i n  
f l u t t e r  dynamic  p r e s s u r e  be tween  0 and  7 deg i s  a t t r i b u t e d  t o  t h e  e f f e c t  o f  t h e  t i p  
v o r t e x .  C o n f i r m i n g  c a l c u l a t i o n s  by me thods  j u s t  d e s c r i b e d  a r e  i n  e a r l y  s t a g e s .  The  
d r a s t i c  d e c l i n e  beyond  7 deg i s  p r o b a b l y  c a u s e d  by  f l o w  s e p a r a t i o n  p r o g r e s s i n g  f o r w a r d  
f r o m  t h e  t r a i l i n g  edge.  P r e d i c t i o n  o f  t h a t  b e h a v i o r  w i l l  r e q u i r e  s o l u t i o n s  o f  
N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  as d i s c u s s e d  b e l o w .  
S u m m a r i z i n g  t h e  s t a t u s  o f  i n t e g r a l - e q u a t i o n  me thods  f o r  v o r t e x - t y p e  ( t h i n  wake)  f l o w  
s e p a r a t i o n :  The h y b r i d - v o r t e x  m e t h o d  f o r  low-Mach-number  s t e a d y  f l o w  ( r e f s .  23 and 2 4 )  
i s  c o m p l e t e .  C o m p u t a t i o n s  b a s e d  on e q u a t i o n  ( 8 )  f o r  s t e a d y  t r a n s o n i c  f l o w  w i t h  
v o r t e x - t y p e  s e p a r a t i o n  and shockwaves have  been d e m o n s t r a t e d  ( r e f .  81, and t h e  
c o r r e s p o n d i n g  uns teady  code  d e v e l o p m e n t  i s  i n  p r o g r e s s .  M a j o r  g e n e r a l  i z a t i  ons  a n d  
i m p r o v e m e n t s  i n  e f f i c i e n c y  a r e  underway .  F u r t h e r  d e v e l o p m e n t s  f o r  t r a n s o n i c  f l o w ,  w i t h  
o r  w i t h o u t  v o r t e x - t y p e  f l o w  s e p a r a t i o n ,  w i l l  be  b a s e d  on e q u a t i o n  ( 8 ) .  
S c a l a r / V e c t o r - P o t e n t i a l  Me thod :  When v i s c o u s  i n f l u e n c e s  ( o t h e r  t h a n  t h i n  wakes f r o m  
l i f t i n g - s u r f a c e  edges )  a r e  i m p o r t a n t  --  f o r  examp le ,  b o u n d a r y - l a y e r  e f f e c t s  on 
c o n t r o l - s u r f a c e  f o r c e s ,  s h o c k l b o u n d a r y - l a y e r  i n t e r a c t i o n ,  o r  f l o w  s e p a r a t i o n  f r o m  
s u r f a c e s  ( f i g .  1) -- s o l u t i o n  o f  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  i n  some f o r m  i s  r e q u i r e d .  The  
a p p r o a c h  t a k e n  h e r e  i s  a s c a l a r / v e c t o r - p o t e n t i a l  ( S V P )  d e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  
f i e l d  by  u s e  o f  t h e  c l a s s i c a l  H e l m h o l t z  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a v e c t o r  f i e l d  as t h e  sum o f  
a n  i r r o t a t i o n a l  p a r t  and a s o l e n o i d a l  p a r t  ( r e f s .  13  t o  15). Thus  
7 = g r a d  + + c u r l  IT (10) 
w h e r e  + i s  a g a i n  t h e  s c a l a r  p o t e n t i a l  w h i c h  i s  e v a l u a t e d  by  t h e  me thods  a l r e a d y  
d e s c r i b e d  h e r e i n ,  and  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  A i s  r e l a t e d  t o  t h e  v o r t i c i t y  b y  
V ~ A  = - ij = - c u r l  i ( 1 1 )  
The  v o r t i c i t y .  i n  t u r n ,  i s  g o v e r n e d  by  t h e  v o r t i c i t y - d y n a m i c s  e q u a t i o n  
1 = g r a d  T x g r a d  S + f c u r l  d i v  (1 + PI) ( 1 2 )  
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w h i c h  i s  o b t a i n e d  by t a k i n g  t h e  c u r l  o f  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n  f o r  g e n e r a l ,  
t h r e e - d i m e n s i o n a l ,  u n s t e a d y ,  c o m p r e s s i b l e ,  v i s c o u s ,  h e a t - c o n d u c t i n g  f l o w  ( r e f .  1 3 )  t o  
w h i c h  t h e  p r e s e n t  f o r m u l a t i o n  i s  f u l l y  e q u i v a l e n t .  I n  e q u a t i o n  ( 1 2 1 ,  T i s  t e m p e r a t u r e ,  
S i s  e n t r o p y ,  and T i s  s t r e s s  t e n s o r .  
The  f o r m u l a t i o n  i n  e q u a t i o n s  ( 1 0 )  t o  ( 1 2 )  a p p e a r s  t o  b e  a c o m p u t a t i o n a l l y  a t t r a c t i v e  
a l t e r n a t i v e  t o  d i r e c t  s o l u t i o n  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  i n  p r i m i t i v e  v a r i a b l e s .  
M e t h o d s  o f  t h i s  t y p e  h a v e  been  u s e d  f o r  a l o n g  t i m e  f o r  v i s c o u s  i n c o m p r e s s i b l e  f l o w ,  
b u t  t h e y  have  n o t  p r o v e d  t o  be  r e a d i l y  g e n e r a l i z a b l e  t o  c o m p r e s s i b l e  f l o w .  The p r e s e n t  
f o r m u l a t i o n  i s  q u i t e  g e n e r a l  and  i s  d i r e c t l y  a p p l i c a b l e  t o  c o m p r e s s i b l e  f l o w .  S i n c e  
t h e  o u t e r  r e g i o n  o f  t h e  f l o w  a b o u t  an  a i r c r a f t  i s  e s s e n t i a l l y  i r r o t a t i o n a l ,  an 
i n t e g r a l - e q u a t i o n  i m p l e m e n t a t i o n  a p p e a r s  t o  b e  an  e s p e c i a l l y  a t t r a c t i v e  me thod  o f  
s o l u t i o n .  The i n i t i a l  p r o o f - o f - c o n c e p t  code f o r  t w o - d i m e n s i o n a l  i n c o m p r e s s i b l e  f l o w  
h a s  b e e n  u s e d  t o  c a l c u l a t e  b o u n d a r y  l a y e r s  on a f l a t  p l a t e  ( f i g .  141 ,  f l o w  o v e r  a n  
a i r f o i l ,  and  s e p a r a t e d  f l o w  a r o u n d  a r e c t a n g l e  ( f i g .  1 5 )  -- a l l  w i t h  good r e s u l t s  
( r e f s .  1 4  and  1 5 ) .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  f l o w  a r o u n d  a r e c t a n g l e  ( f i g .  1 5 )  
d e m o n s t r a t e s  t h e  a b i l i t y  t o  c a l c u l a t e  f l o w s  i n v o l v i n g  l a r g e  r e g i o n s  o f  s e p a r a t i o n .  The 
r e s u l t i n g  v e l o c i t y  f i e l d  shown i n  t h e  f i g u r e  i l l u s t r a t e s  t h a t  f l o w  s e p a r a t i o n  i s  
p r e d i c t e d  v e r y  s a t i s f a c t o r i l y  e v e n  t h o u g h  s e p a r a t i o n  was n o t  i m p o s e d  by  any a r t i f i c i a l  
means w i t h i n  t h e  a l g o r i t h m .  These  r e s u l t s  a r e  i n  e x c e l l e n t  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  
f i n i t e - d i f f e r e n c e  r e s u l t s  o f  r e f .  31 .  A p p l i c a t i o n  t o  a c i r c u l a t i o n - c o n t r o l  a i r f o i l  i s  
b e i n g  i n i t i a t e d .  F o r  a p p l i c a t i o n s  t o  t u r b u l e n t  f l o w s  t h i s  method,  o f  c o u r s e ,  r e q u i r e s  
a good t u r b u l e n c e  mode l  j u s t  as any o t h e r  me thod  does .  I n  a d d i t i o n  t o  i t s  
c o m p u t a t i o n a l  use ,  t h e  S V P  f o r m u l a t i o n  has a l s o  g e n e r a t e d  c o n s i d e r a b l e  i n s i g h t  i n t o  t h e  
r e l a t i o n s  be tween  s u r f a c e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  v i s c o s i t y ,  v o r t i c i t y  and  i t s  d i f f u s i o n  
( r e f s .  14  a n d  15). 
C u r r e n t  a c t i v i t i e s  a r e  e x t e n d i n g  t h e  p r o o f - o f - c o n c e p t  code t o  t h r e e  d i m e n s i o n s  and  t o  
c o m p r e s s i b l e  f l o w .  The t y p e s  o f  a p p l i c a t i o n s  p l a n n e d  i n c l u d e  v i s c o u s  f l o w  o v e r  l i f t i n g  
s u r f a c e s  w i t h  and w i t h o u t  c o n t r o l - s u r f a c e  d e f l e c t i o n ,  l i f t i n g  s u r f a c e s  w i t h  f l o w  
s e p a r a t i o n  f r o m  edges  i n  c o m p r e s s i b l e  f l o w ,  a n d  l i f t i n g  s u r f a c e s  w i t h  s e p a r a t e d  f l o w  
f o l l o w i n g  a s t e p  change  i n  a n g l e  o f  a t t a c k .  
Summary o f  I n t e g r a l - E q u a t i o n  A c t i v i t i e s  
T h e  a c t i v i t i e s  d e s c r i b e d  h e r e  and t h e  c o m p u t a t i o n a l  c a p a b i l i t i e s  summar i zed  i n  t a b l e  I 
i n d i c a t e  t h a t  c o m p l e t i o n  o f  t h i s  w o r k  w i l l  p r o v i d e  e f f i c i e n t  and  u n i f i e d  t r e a t m e n t  o f  
f l o w  o v e r  v e h i c l e s  h a v i n g  a r b i t r a r y  shapes, m o t i o n s ,  and d e f o r m a t i o n s  a t  s u b s o n i c ,  
t r a n s o n i c ,  and  s u p e r s o n i c  speeds  u p  t o  h i g h  a n g l e s  o f  a t t a c k .  M o r e o v e r ,  t h e  
c o m p u t a t i o n a l  f o r m s  o f  t h e  e q u a t i o n s  and  t h e  c o m p u t a t i o n a l  c a p a b i l i t i e s  t h a t  a r e  
e m e r g i n g  a p p e a r  t o  b e  w e l l  s u i t e d  f o r  r e p e t i t i v e  u s e  i n  d e s i g n  a p p l i c a t i o n s  as  w e l l  a s  
f o r  s t a n d - a l o n e  use.  As p o i n t e d  o u t  p r e v i o u s l y ,  t h e  UTSA s u r f a c e - p a n e l  p r o g r a m  f o r  
a t t a c h e d  f l o w  may c o n t a i n  b o t h  s u b s o n i c  and s u p e r s o n i c  m o d u l e s  i n  a s i n g l e  p rog ram.  
F l o w  c o m p l e x i t i e s ,  such  as t r a n s o n i c  n o n l i n e a r i t i e s ,  t h i n  wakes, o r  v i s c o u s  i n f l u e n c e s ,  
a r e  a d d r e s s e d  o n l y  i f  and  w h e r e  t h e y  o c c u r .  Thus ,  i f  t h e  v o l u m e - i n t e g r a l  m o d u l e  i s  
i n c l u d e d  w i t h  U T S A ,  t h e  p r o g r a m  i m p l e m e n t s  t h e  f u l l - p o t e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  t r a n s o n i c  
n o n l i n e a r  a t t a c h e d  f l o w .  W i t h  m o d i f i c a t i o n  f o r  s h o c k - g e n e r a t e d  e n t r o p y  change,  t h e  
p r o g r a m  c a n  a p p l y  a l s o  t o  f l o w s  w i t h  shocks  o f  f i n i t e  s t r e n g t h ,  i n c l u d i n g  s u p e r s o n i c  
Mach numbers  above  t h e  l i n e a r  r a n g e ,  a s  l o n g  as  s h o c k - g e n e r a t e d  v o r t i c i t y  i s  o f  m i n o r  
i m p o r t a n c e .  I f  t h e  h y b r i d - v o r t e x  modu le  r e p r e s e n t i n g  t h e  f r e e  v o r t e x  s h e e t s  i s  a l s o  
i n c l u d e d ,  t h e  c o d e  t r e a t s  t r a n s o n i c  f l o w  w i t h  v o r t e x - t y p e  s e p a r a t i o n .  F i n a l l y ,  
c o m b i n a t i o n  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  w i t h  t h e s e  s c a l a r - p o t e n t i a l  me thods  (SVP 
f o r m u l a t i o n )  p e r m i t s  t h e  f o r m a l  e q u i v a l e n t  o f  N a v i e r - S t o k e s  s o l u t i o n s  f o r  h i g h  a n g l e s  
o f  a t t a c k  where  f l o w  s e p a r a t i o n  f r o m  s u r f a c e s  may o c c u r  ( f o r  examp le ,  on a d v a n c e d  
f i g h t e r  a i r c r a f t  i n  comba t  maneuvers  a n d  i n  h i g h l y  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s )  a n d  a l s o  e v e n  
enough  o r  shock  waves a r e  s t r o n g  enough  t o  c a u s e  s i g n i f i c a n t  b o u n d a r y - l a y e r  t h i c k e n i n g  
o r  s e p a r a t i o n .  The l a t t e r  c o n d i t i o n s  a r e  p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t  f o r  g e n e r a t i n g  c o n t r o l  
f o r c e s  a n d  f o r  d e s i g n  o f  a c t i v e  c o n t r o l  sys tems.  
f o r  ? o %  :!?;!e5 o f  2 t t a c k  :h:c co! ! t ro!-z:r f2ce d e f ! ? e t i o c z  o r  d:f!ect?oc rate:. a r e  !:r;o 
FINITE-DIFFERENCE METHODS 
T h e  g o a l  o f  t h i s  a c t i v i t y  i s  t o  d e v e l o p  f i n i t e  d i f f e r e n c e  me thods  t h a t  can  be u s e d  f o r  
a e r o e l a s t i c  a n a l y s i s  o f  c o m p l e t e  a i r c r a f t .  A t  t h e  L a n g l e y  R e s e a r c h  C e n t e r ,  e f f o r t s  
b a s e d  on  t r a n s o n i c  s m a l l  p e r t u r b a t i o n  ( T S P )  p o t e n t i a l  t h e o r y ,  f u l l  p o t e n t i a l  t h e o r y ,  
a n d  t h e  E u l e r / N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  a r e  underway .  
T r a n s o n i c  S m a l l - P e r t u r b a t i o n  E q u a t i o n  
A t  t h e  TSP l e v e l ,  d e v e l o p m e n t  has  p r o g r e s s e d  on t w o  f r o n t s - - ( l )  e x t e n d i n g  t h e  
c a p a b i l i t y  o f  t h e  XTRAN3S code  ( r e f .  3 2 )  t h r o u g h  e x t e n s i v e  m o d i f i c a t i o n  and ( 2 )  
d e v e l o p i n g  a new p r o g r a m  ( r e f .  3 3 ) .  F i g .  16 shows a samp le  w i n g / f u s e l a g e  c a l c u l a t i o n  
made p o s s i b l e  by m o d i f y i n g  XTRAN3S ( r e f .  34) .  The w i n g  has  an RAE 101 a i r f o i l  s e c t i o n ,  
37 deg  l e a d i n g  edge sweep a n g l e ,  a s p e c t  r a t i o  (AR)  o f  6 ,  a n d  t a p e r  r a t i o  o f  o n e - t h i r d .  
T h e  f u s e l a g e  i s  a s t i n g - m o u n t e d ,  a x i s y m m e t r i c  body  o f  r e v o l u t i o n  w i t h  f i n e n e s s  r a t i o  
( l e n g t h / m a x i m u m  d i a m e t e r )  o f  7.66. C a l c u l a t i o n s  w e r e  made f o r  a - f l e x i b l e  w i n g  a t  f r e e  
s t r e a m  Mach number ( M I  o f  0.91 and  mean a n g l e  o f  a t t a c k  (a) o f  1 deg. F i g .  16 ( a )  
shows t h e  w i n g  t i p  d e f l e c t i o n  as a f u n c t i o n  o f  t i m e ,  and  f i g .  16 ( b )  shows t h e  g r i d d i n g  
u s e d  t o  r e p r e s e n t  t h e  w i n g / f u s e l a g e .  F i g s .  16  ( c )  and  16 ( d )  show t h e  i n s t a n t a n e o u s  
Mach number c o n t o u r s  a t  t h e  maximum a n d  minimum t i p  d e f l e c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .  The  
w i n g  m o t i o n  i s  t h e  f i r s t  b e n d i n g  mode a t  a r e d u c e d  f r e q u e n c y  ( k )  o f  0 .25 .  The  c o n t o u r s  
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n e a r  t h e  l e a d i n g  and t r a i l i n g  edges  i n d i c a t e  l o c a l  Mach numbers  l e s s  t h a n  0 .85 ,  and 
o v e r  t h e  w i n g  c h o r d  a n d  f u s e l a g e ,  t h e  c o n t o u r s  i n d i c a t e  Mach numbers  g r e a t e r  t h a n  0.95. 
A new TSP code,  CAP-TSD ( C o m p u t a t i o n a l  h e r o e l a s t i c i t y  P r o g r a m - T r a n s o n i c  S m a l l  
D i s t u r b a n c e )  ( r e f .  3 3 )  h a s  been  d e v e l o p e d  a t  L a n g l e y .  I t  s o l v e s  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  
T3 -D)  TSP e q u a t i o n  u s i n g  a n  a p p r o x i m a t e  f a c t o r i z a t i o n  (AF)  a l g o r i t h m .  The code  i s  
s i g n i f i c a n t l y  more e f f i c i e n t  t h a n  me thods  t h a t  use  a n  a l t e r n a t i n g - d i r e c t i o n - i m p l i c i t  
( A D I )  s o l u t i o n  a l g o r i t h m  and can  be  u s e d  f o r  a e r o e l a s t i c  a n a l y s i s  o f  c o m p l e t e  
a i r c r a f t .  F i g .  1 7  shows c o m p a r i s o n s  O f  C A P - T S D  (AF)  and XTRAN3S (AD11 c a l c u l a t i o n s  
w i t h  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  a r i g i d  F-5  w i n g  p i t c h i n g  a b o u t  z e r o  mean a n g l e  
a t  k = 0.137 ( r e f .  3 5 ) .  P r e s s u r e s  a r e  shown a t  t h e  51  p e r c e n t  span s t a t i o n  (:I. 
Upper  s u r f a c e  p r e s s u r e s  a r e  shown i n  f i g .  1 7  ( a ) ,  a n d  l o w e r  s u r f a c e  p r e s s u r e s  a r e  
shown i n  f i g .  17 ( b ) .  B o t h  s e t s  o f  c a l c u l a t i o n s  show good a g r e e m e n t  w i t h  t h e  measured  
d a t a  a n d  a r e  n e a r l y  i d e n t i c a l  t o  each  o t h e r .  The p r i m a r y  d i f f e r e n c e  i s  t h a t  t h e  
AF s o l u t i o n  r e q u i r e s  o n l y  t e n  p e r c e n t  o f  t h e  c o m p u t e r  r e s o u r c e s  u s e d  i n  t h e  A D 1  
c a l c u l a t i o n .  C A P - T S O  has  been  u s e d  t o  compu te  s t e a d y  f l o w  p a s t  a w i n g / f u s e l a g e / t a i l  
mode l  t h a t  was t e s t e d  a t  DFVLR. I n  t h e  t e s t ,  M = 0 .2 ,  a = 0.15 deg. The w i n g  i s  
r e c t a n g u l a r  w i t h  R A E  1 0 1  a i r f o i l  s e c t i o n s  ( 9  p e r c e n t  t h i c k n e s s  r a t i o )  a n d  a f u l l - s p a n  
a s p e c t  r a t i o  o f  6 .  The h o r i z o n t a l  t a i l  i s  r e c t a n g u l a r  w i t h  RAE 1 0 1  a i r f o i l  s e c t i o n s  
( 1 2  p e r c e n t  t h i c k n e s s r a t i o )  a n d  f u l l - s p a n  a s p e c t  r a t i o  o f  3 .  The f u s e l a g e  i s  an  
a x i s y m m e t r i c  body  o f  r e v o l u t i o n  w i t h  f i n e n e s s  r a t i o  o f  9.75. The 
m a t h e m a t i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  mode l  i s  shown i n  f i g .  18  ( a ) .  C o m p a r i s o n s  o f  
compu ted  and  measured p r e s s u r e s  on t h e  w i n g  and t a i l  a r e  shown i n  f i g .  18 ( b ) .  F i g .  18 
( c )  shows c o m p a r i s o n s  o f  compu ted  and  measured  p r e s s u r e s  on t h e  f u s e l a g e .  I n  a l l  
c a s e s ,  t h e  c o m p u t a t i o n s  and  e x p e r i m e n t s  a r e  i n  good ag reemen t .  
P o t e n t i a l  f l o w  t h e o r y  has been shown t o  g i v e  h i g h l y  e r r o n e o u s  and e v e n  m u l t i v a l u e d  
r e s u l t s  when shock  waves a r e  i n  t h e  f l o w  f i e l d  ( r e f s .  36 ,  3 7 ) .  T h i s  i s  b e c a u s e  
s h o c k - g e n e r a t e d  e n t r o p y  i s  n o t  m o d e l e d  i n  p o t e n t i a l  f l o w  f o r m u l a t i o n s .  A me thod  f o r  
m o d e l i n g  n o n i s e n t r o p i c  e f f e c t s  i n  2-D TSP t h e o r y  was d e v e l o p e d  by F u g l s a n g  and  W i l l i a m s  
( r e f .  1 2 )  and  e x t e n d e d  t o  t h r e e  d i m e n s i o n s  by G i b b o n s  e t  a l .  ( r e f .  3 8 ) .  The 
n o n i s e n t r o p i c  f o r m u l a t i o n  was i m p l e m e n t e d  by m o d i f y i n g  t h e  s t r e a m w i s e  f l u x  i n  t h e  T S P  
e q u a t i o n  t o  a c c o u n t  f o r  e n t r o p y  Jumps a c r o s s  shock  waves. T h i s  a l l e v i a t e s  t h e  
phenomena o f  m u l t i p l e  s o l u t i o n s  a n d  h i g h l y  i n a c c u r a t e  l o a d i n g  p r e d i c t e d  by i s e n t r o p i c  
p o t e n t i a l  methods .  F i g .  19  shows an examp le  o f  c a l c u l a t e d  l i f t  as a f u n c t i o n  o f  a n g l e  
o f  a t t a c k  f o r  i s e n t r o p i c  and  n o n i s e n t r o p i c  f o r m u l a t i o n s .  An E u l e r  c a l c u l a t i o n  i s  
i n c l u d e d  a t  one deg a n g l e  o f  a t t a c k .  W i t h o u t  t h e  n o n i s e n t r o p i c  c o r r e c t i o n s ,  t h e  
c a l c u l a t e d  l i f t  i s  t o o  l a r g e .  When t h e  c o r r e c t i o n s  a r e  i n c l u d e d ,  t h e  c a l c u l a t e d  l i f t  
i s  l e s s  and a g r e e s  w i t h  t h e  E u l e r  c a l c u l a t i o n  a t  t h e  p o i n t  where  such  d a t a  i s  
a v a i  1 ab1 e. 
F u l l - P o t e n t i a l  E q u a t i o n  
A m e t h o d  f o r  m o d e l i n g  s h o c k - g e n e r a t e d  e n t r o p y  i n  t h e  u n s t e a d y  f u l l - p o t e n t i a l  ( F P )  
f o r m u l a t i o n  h a s  been d e v e l o p e d  a t  L a n g l e y  ( r e f .  3 9 ) .  The me thod  i s  an e x t e n s i o n  o f  t h e  
s t e a d y - f l o w  method  o f  H a f e z  and  Love11  ( r e f .  4 0 ) .  F i g .  20 shows t h e  i n s t a n t a n e o u s  
p r e s s u r e s  on an  N A C A  0012 a i r f o i l  o s c i l l a t i n g  i n  p i t c h  a b o u t  i t s  q u a r t e r  c h o r d .  I n  
t h i s  c a s e ,  M = 0.755, a ( t )  = (0 .016 + 2 . 5 1 s i n ( k t ) )  deg,  and  k ( b a s e d  on s e m i c h o r d )  = 
0 .0814.  F i g .  20 (a!  shows a c o m p a r i s o n  o f  t h e  i s e n t r o p i c  f u l l - p o t e n t i a l  method,  a TSP 
m e t h o d  ( d e n o t e d  by T S D "  on  t h e  f i g u r e )  ( r e f .  4 1 ) .  a n d  e x p e r i m e n t a l  d a t a  ( r e f .  4 2 ) .  
F i g .  20 ( b )  shows i s e n t r o p i c  and  n o n i s e n t r o p i c  f u l l  p o t e n t i a l  me thods ,  a l o n g  w i t h  t h e  
measured  d a t a .  When e n t r o p y  c o r r e c t i o n s  a r e  used ,  more  a c c u r a t e  m o d e l i n g  o f  t h e  shock  
i s  o b t a i n e d .  and agreement  w i t h  t h e  measured  d a t a  i s  i m p r o v e d .  
C u r r e n t l y ,  e f f o r t s  a r e  underway  t o  e x t e n d  t h e  f u l l  p o t e n t i a l  m e t h o d  t o  t h r e e  
d i m e n s i o n s .  The  p r o p o s e d  method  w i l l  have  t h e  c a p a b i l i t y  t o  do a e r o e l a s t i c  a n a l y s i s  
f o r  f l o w s  i n  t h e  s u b s o n i c ,  t r a n s o n i c ,  and  s u p e r s o n i c  speed  r a n g e s .  
E u l e r / N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  
R e s e a r c h  i s  b e i n g  c o n d u c t e d  t o  d e v e l o p  me thods  f o r  o b t a i n i n g  t i m e - a c c u r a t e  u n s t e a d y  
s o l u t i o n s  o f  t h e  E u l e r / N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  These  me thods  a r e  u s e d  t o  s o l v e  t h e  
N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  w i t h  s o l u t i o n s  o f  t h e  E u l e r  e q u a t i o n s  o b t a i n e d  by t u r n i n g  o f f  
t h e  v i s c o u s  t e r m s .  The e x i s t i n g  codes  a r e  u s e d  t o  march  i n  t i m e  t o  s t e a d y  s t a t e  and  
c u r r e n t l y  a r e  b e i n g  m o d i f i e d  t o  be  made t i m e - a c c u r a t e .  An e f f o r t  i s  underway  t o  
c o r r e l a t e  N a v i e r - S t o k e s  c a l c u l a t i o n s  w i t h  p r e s s u r e  d a t a  m e a s u r e d  i n  t h e  L a n g l e y  
R e s e a r c h  C e n t e r  0 .3 -me te r  T r a n s o n i c  C r y o g e n i c  T u n n e l .  U n s t e a d y  t r a n s o n i c  p r e s s u r e s  
w e r e  measured  on a 1 4 - p e r c e n t - t h i c k  s u p e r c r i t i c a l  a i r f o i l  a t  c r y o g e n i c  t e m p e r a t u r e s  f o r  
M be tween  0.65 and 0.74 and  a t  R e y n o l d s  numbers b a s e d  on a i r f o i l  c h o r d  ( R c )  be tween  6 
m i l l i o n  a n d  35 m i l l i o n  ( r e f .  4 3 ) .  The mode l  i s  shown i n  f i g .  2 1  ( a ) .  The open  
s y m b o l s  i n  f i g .  21 ( b )  show t e s t  c o n d i t i o n s  where  t h e  e f f e c t s  o f  f r e q u e n c y  on t h e  
u n s t e a d y  p r e s s u r e s  w e r e  examined ,  and  t h e  s o l i d  s y m b o l s  show w h e r e  t h e  e f f e c t s  o f  
f r e q u e n c y  and  a m p l i t u d e  were  s t u d i e d .  S t e a d y  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n s  a t  Rc = 6 m i l l i o n  
( o p e n  s y m b o l s )  and a t  Rc = 30 m i l l i o n  ( s o l i d  s y m b o l s )  a r e  shown i n  f i g .  2 1  ( c ) .  The 
r e s u l t s  o f  t h i s  s tudy  may be u s e d  t o  d e t e r m i n e  when v a r i o u s  f o r m s  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s  c a n  b e  used ( e .  g. ,  t h i n - l a y e r  o r  t h e  f u l l  e q u a t i o n s )  and may b e  u s e d  t o  
e v a l u a t e  m e t h o d s  t h a t  C o u p l e  v i s c o u s  f l o w  mode ls  w i t h  i n v i s c i d  me thods .  
An i m p l i c i t  u p w i n d  code  t h a t  can  b e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  m a s s i v e l y  s e p a r a t e d  2-D f l o w s  
( r e f .  4 4 )  i s  a v a i l a b l e  f o r  use  i n  t h e  c o r r e l a t i o n  s t u d y .  1 t  u s e s  v a n  L e e r  f l u x - v e c t o r  
s p l i t t i n g  and  i s  f i r s t - o r d e r  a c c u r a t e  i n  t i m e  and s e c o n d - o r d e r  a c c u r a t e  i n  space.  The 
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m e t h o d  c a n  be  u s e d  f o r  t i m e  m a r c h i n g  t o  s t e a d y - s t a t e  s o l u t i o n s ,  b u t  i t  i s  n o t  
t i m e - a c c u r a t e  and  c a n n o t  mode l  u n s t e a d y  f l o w .  An examp le  o f  t h e  c a p a b i l i t y  o f  t h i s  
c o d e  i s  shown i n  f i g .  22. Even  t h o u g h  t h e  c o d e  i s  n o t  t i m e  a c c u r a t e ,  t h e  examp le  shows 
t h e  v a r i a t i o r :  i n  l o a d s  t h a t  c a n  o c c u r  when m a r c h i n g  t o  s t e a d y  s t a t e .  I t  shows 
c o m p u t a t i o n  of  l a m i n a r  f l o w  a b o u t  a 1 2 - p e r c e n t - t h i c k  J o u k o w s k i  a i r f o i l  a t  53 deg  a n g l e  
o f  a t t a c k  a t  min imum l i f t  ( f i g .  22 ( a ) ) ,  i n c r e a s i n g  l i f t  ( f i g .  22 ( b ) ) ,  a n d  maximum 
l i f t  ( f i g .  22 ( d ) )  f o r  a S t r o u h a l  number o f  0.166. The  t i m e  h i s t o r y  o f  t h e  l i f t  i s  
shown i n  f i g .  22  ( c ) .  A t  minimum l i f t ,  a s t r o n g  c o u n t e r c l o c k w i s e  v o r t e x  h a s  j u s t  b e e n  
s h e d  f r o m  t h e  t r a i l i n g  edge. T h e r e  i s  a weak r e g i o n  o f  c l o c k w i s e  v o r t i c i t y  o n e - h a l f  
c h o r d  b e h i n d  t h e  a i r f o i l  and  a s t r o n g  r e g i o n  o f  c l o c k w i s e  v o r t i c i t y ,  w h i c h  p e r s i s t s  
t h r o u g h o u t  t h e  e n t i r e  c y c l e ,  a t  t h e  l e a d i n g  edge. The f l o w  n e a r  t h e  u p p e r  s u r f a c e  i s  
b r o k e n  i n t o  s e v e r a l  c e l l s  o f  v o r t i c i t y .  As t h e  l i f t  i n c r e a s e s ,  t h e  t r a i l i n g  edge 
v o r t e x  b r e a k s  away and  weakens as  t h e  r e g i o n  o f  c l o c k w i s e  v o r t i c i t y  b e h i n d  t h e  a i r f o i l  
i n c r e a s e s  i n  s t r e n g t h .  The v o r t i c i t y  near  t h e  u p p e r  s u r f a c e  becomes p r e d o m i n a n t l y  
c o u n t e r c l o c k w i s e .  C u r r e n t  e f f o r t s  a r e  aimed a t  e x t e n d i n g  t h i s  c a p a b i l i t y  t o  
t i m e - a c c u r a t e  a n a l y s i s  o f  2D u n s t e a d y  f l o w s .  
A s t e a d y - f l o w  N a v i e r - S t o k e s  m e t h o d  ( r e f .  4 5 )  i s  a v a i l a b l e  f o r  a n a l y s i s  o f  3-D w i n g s .  
The  c o n v e c t i v e  and  p r e s s u r e  t e r m s  a r e  upw ind  d i f f e r e n c e d ,  u s i n g  a f l u x - v e c t o r  s p l i t t i n g  
me thod .  The  s h e a r  s t r e s s  and  h e a t  t r a n s f e r  t e r m s  a r e  c e n t r a l l y  d i f f e r e n c e d .  The  
r e s u l t i n g  a l g o r i t h m  i s  s e c o n d - o r d e r  a c c u r a t e  i n  space. An i m p l i c i t ,  s p a t i a l l y  f a c t o r e d  
a l g o r i t h m ,  w h i c h  i s  f u l l y  v e c t o r i z e d  f o r  t h e  C o n t r o l  D a t a  C o r p o r a t i o n  V P S  32 ,  i s  u s e d  
t o  p r o v i d e  e f f i c i e n t  s o l u t i o n s .  E f f o r t s  a l s o  a r e  underway  t o  e x t e n d  t h i s  c a p a b i l i t y  t o  
3D t i m e - a c c u r a t e  a n a l y s i s .  An examp le  o f  c a l c u l a t i o n s  made u s i n g  t h i s  m e t h o d  i s  shown 
i n  f i g .  23.  I t  shows t h e  c o n t o u r s  o f  t h e  c a l c u l a t e d  t o t a l  p r e s s u r e s  on an  AR = 1 d e l t a  
w i n g  ( 7 5  deg  l e a d i n g - e d g e  sweep a n g l e )  a t  M = 0.3 a n d  a = 20.5 deg. S o l u t i o n s  w e r e  
o b t a i n e d  by  m a r c h i n g  i n  t i m e  t o  s t e a d y  s t a t e .  P r i m a r y  and s e c o n d a r y  v o r t i c i e s  a r e  
e v i d e n t  o n  t h e  u p p e r  s u r f a c e .  C l o s e  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  v e l o c i t i e s  i n d i c a t e s  a 
t e r t i a r y  s e p a r a t i o n  o u t b o a r d  o f  t h e  secondary  v o r t i c e s .  T h i s  t y p e  o f  f l o w  f i e l d  a l s o  
was o b s e r v e d  i n  a r e l a t e d  e x p e r i m e n t  ( r e f .  2 5 ) .  
F i g .  24  shows c o n t o u r s  o f  measured  t o t a l  p r e s s u r e s  on t h e  same d e l t a  w i n g  a t  t h e  same 
f l o w  c o n d i t i o n s  u s e d  i n  t h e  p r e v i o u s l y  m e n t i o n e d  N a v i e r - S t o k e s  c a l c u l a t i o n s .  These  
s t e a d y - f l o w  d a t a  w e r e  measured  i n  t h e  B a s i c  A e r o d y n a m i c  R e s e a r c h  T u n n e l  a t  L a n g l e y  
( r e f .  4 6 )  and  show good a g r e e m e n t  w i t h  the  c a l c u l a t e d  d a t a  i n  f i g .  23. 
Summa r y  o f  F i n i t e - D  i f f e r e  nce  A c t  i v i  t i  e s 
A r e a s  o f  c u r r e n t  a c t i v i t y  i n  t h e  deve lopmen t  o f  f i n i t e - d i f f e r e n c e  me thods  a r e  shown i n  
f i g .  25 .  M e t h o d s  b a s e d  on  TSP t h e o r y  a r e  b e i n g  a p p l i e d  t o  c o n f i g u r a t i o n s  as  c o m p l e x  as 
c o m p l e t e  a i r c r a f t .  U n s t e a d y  f u l l - p o t e n t i a l  me thods  a r e  b e i n g  d e v e l o p e d  f o r  3-D 
c o n f i g u r a t i o n s  w i t h  t h e  g o a l  b e i n g  t o  use  such  me thods  f o r  a e r o e l a s t i c  a n a l y s i s  o f  
c o m p l e t e  a i r c r a f t .  S t e a d y ,  t i m e - m a r c h i n g  N a v i e r - S t o k e s  me thods  a r e  a v a i l a b l e  f o r  
a i r f o i l  a n d  f o r  i s o l a t e d  w i n g s .  Those  methods  a r e  c u r r e n t l y  b e i n g  made t i m e - a c c u r a t e .  
CONCLUDING REMARKS 
Some p r o b l e m s ,  p r o g r e s s ,  and p l a n s  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  s t e a d y  and u n s t e a d y  
c o m p u t a t i o n a l  a e r o d y n a m i c s  f o r  u s e  i n  a e r o e l a s t i c  a n a l y s i s  and  d e s i g n  h a v e  been  
r e v i e w e d .  The p r i m a r y  f o c u s  has  been on a p p l i c a t i o n s  t o  ( 1 )  v e h i c l e s  h a v i n g  a r b i t r a r y  
shapes ,  m o t i o n s ,  and  d e f o r m a t i o n s ,  ( 2 )  a p p r o p r i a t e  d e s i g n  a n d  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s ,  
e s p e c i a l l y  f o r  t r a n s o n i c  speeds  and  h i g h  a n g l e s  o f  a t t a c k ,  ( 3 )  e f f i c i e n t  c o m p u t a t i o n  o f  
a e r o d y n a m i c s  and  a e r o e l a s t i c  b e h a v i o r  f o r  b o t h  d e s i g n  and  a n a l y s i s .  C u r r e n t  and  f u t u r e  
a c t i v i t i e s  have  been h i g h l i g h t e d .  
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F ig .  4 - E f fec t  o f  ang le  o f  a t t a c k  on 
steady pressures f o r  c l i p p e d - d e l t a  
r i n g  w i t h  6 -percent  biconvex a i r f o i l  
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Fig .  3 - Unsteady sur face  pressures on 
c l i p p e d - d e l t a  r i n g  a t  Mach number 0.4, 
reduced frequency 0.66 . 
Finite- 
d iff eren ce 









.4 t \ 
.6 I I I I I 1 
0 .2 .4 .6 .8 1.0 
Fraction of chord 
Fig.  5 - Steady pressures near r o o t  o f  
a s p e c t - r a t i o  6 r e c t a n g u l a r  r i n g  # i t h  
NACA 0012 a i r f o i l  a t  Mach number 0.82, 
0x0 
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Fig .  7 - Unsteady pressures c a l c u l a t e d  
w i t h  SUSAN code f o r  aspect- 
r a t i o  5 r e c t a n g u l a r  wing w i t h  NACA 
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frequency 0 . 0 6 .  Mach number 0.875 
Fig .  9 - Flow f i e l d  beh ind  aspect-  
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F i g .  12  - Steady spanwisc v a r i a t i o n  of  l o c a l  F i g .  13 - E f f e c t  o f  a n g l e  o f  a t t a c k  on 
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F i g .  16 - Unsteady t r a n s o n i c  c a l c u l a t i o n s  f o r  RAE wing/ fuselage a t  Mach 
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F i g .  17 - F i r s t  harmonic o f  unsteady pressures on F-5 wing a t  Mach number 
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17 
- r .  
I 
0 O r i g i n a l  X T R A N B S  c o d e  
0 N o n i s e n t r o p i c  m o d i f i c a t i o n s  '"[ 0 E u l e r  c o d e - F L O 5 7  - . 8  
.6 I- 
( a )  Mathematical model 
F i g .  19 - Ca lcu la ted  l i f t  on a r e c t a n g u l a r  
wing w i t h  YACA 0012 s e c t i o n s  a t  Mach 
number 0.82 
CP 
0 Exper iment  upper  
0 Exper iment  l ower  
-1.2 
FP upper  
FP lower  
TSD upper 
TSD lower  
-
- . a  
-- 
- . 4  --- 
0 
. 4  
.8 
I .  
1.2 I I I I 
( b )  Ylng and t a l l  pressures 0 .2 . 4  . 6  . B  1 .0  I 
x l c  
(a)  I s e n t r o p i c  vs. exper iment 









* I C  
(e)  Fuhelage pressares 
Fig.  18 - Steady f l o w  computat ions f o r  DFVLR 
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F i g -  20 - Unsteady pressures on an YACA 0012 
a i r f o f l  a t  Mach number 0.755, .(t) 
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F i g .  22 - Computation O f  two-dimensional f low s e p a r a t i o n  
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F i g .  23 - C a l c u l a t e d  t o t a l  p r e s s u r e  contours  
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F i g .  24 - Measured t o t a l  pressure  contours  
on a 75 deg d e l t a  wing a t  Mach number 0 . 3 .  
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